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АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ  

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 

 

 Актуальность данной статьи заключается в решении задачи теплопроводности 

аналитическим методом. Заданы условия однозначности, начальные и граничные условия, 

приведены способы их задания с учетом физических особенностей моделирования 

теплопроводности. Составлено и решено уравнение методом разделения переменных, в 

виде произведения двух функций, и разложено в ряд Фурье с заданными параметрами, 

определяемыми характеристическим уравнением. 
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ПАРАБОЛИКАЛЫК ТИП ТЕҢДЕМЕЛЕРИН ЧЕЧҮҮНҮН  

АНАЛИТИКАЛЫК МЕТОДУ 

 

Бул макаланын актуалдуулугу аналитикалык ыкма менен жылуулук өткөрүмдүүлүк 

маселесин чечүү болуп саналат. Жылуулук өткөргүчтүктү моделдөөнүн физикалык 

өзгөчөлүктөрүн эске алуу менен уникалдуулуктун шарттары, баштапкы жана чек ара 

шарттары коюлат, аларды коюунун жолдору келтирилет. Теңдеме өзгөрмөлөрдү бөлүү 

ыкмасы менен, эки функциянын көбөйтүндүсү түрүндө түзүлөт жана чечилет жана 

мүнөздүү теңдеме менен аныкталган параметрлери менен Фурье катарларына 

кеңейтилет. 
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 ANALYTICAL METHOD FOR SOLVING A PARABOLIC TYPE EQUATION 

 

The relevance of this article lies in solving the problem of heat conduction by an analytical 

method. The uniqueness conditions, initial and boundary conditions are set, the ways of their 
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setting are given, taking into account the physical features of thermal conductivity modeling. The 

equation is composed and solved by the method of separation of variables, in the form of a 

product of two functions, and expanded into a Fourier series with given parameters determined 

by the characteristic equation 

 

Key words: method of separation of variables, differential equation, finite difference 

method, Fourier law, temperature field, boundary conditions. 

                                                                                

Введение. Существуют методы решения задач теплопроводности такие как, 

аналитический, численный, графический и экспериментальный. Они все исходят из 

разных форм уравнений. Экспериментальный метод применяется, когда другие методы не 

дают результат.  Для решения задач параболического типа в твердых телах сложной 

формы применяется аналитические и численные методы.  Решения возможны при 

известных краевых условиях, которые состоят из начального распределения температуры 

в теле и граничных условий на поверхности тела, которые могут быть заданы одним из 

трех способов: температурой поверхности, тепловым потоком и коэффициентом 

теплоотдачи. 

Аналитическое решение задач теплопроводности методом разделения переменных 

Фурье наиболее предпочтительнее других методов при неравномерном начальном 

распределении температуры в теле и в тех случаях, когда нет необходимости в расчетах 

для очень малых времен от начала процесса.  

Постановка задачи. Дифференциальное уравнение теплопроводности при 

отсутствии внутренних источников теплоты имеет вид: 
  

  
  (

   

   
 
   

   
 
   

   
); 

 Данное уравнение называется закон Фурье.  

 Условия однозначности задаются в виде: физических параметров      ; формы и 

геометрических размеров объекта                температуры тела в начальный момент 

времени      
                                                             (     )  
 Граничные  условия могут быть заданы в виде: 

 (   )        
 (      )      
 (      )      

Решить задачу параболического типа или теплопроводности – это значит установить 

зависимость между температурой t, временем   и координатами тела      . 

Методы решения.  Рассмотрим режущий инструмент толщиной   . Если толщина 

инструмента мала по сравнению с длиной и шириной, то такую полоску обычно считают 

неограниченной.  

При заданных граничных условиях коэффициент теплоотдачи а одинаков для всех 

точек поверхности инструмента. Изменение температуры происходит  только в одном 

направлении х, в двух других направлениях температура не изменяется, значит в 

пространстве задача является одномерной. Начальное распределение температуры задано 

некоторой функцией  (   )   ( )  Охлаждение происходит в среде с постоянной 

температурой           Отсчет температуры инструмента для любого момента времени 

будем вести от  температуры окружающей среды. Так как задача в пространстве 

одномерная, то уравнение теплопроводности имеет вид: 

                       
   

   
  

   

   
                                            (1) 

 Начальные условия, при      будет равным 

                  ( )      ( )                                    (2) 
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Решение уравнения (1) будем искать методом разделения переменных, то есть 

методом Фурье, в виде произведения двух функций, одна из которых является функцией 

только от  , а другая от – х: 

              (   )   ( ) ( )                                             (3) 

Подставляем формулу (3) в уравнение (1) и получаем, уравнение вида: 

                
   ( )

 ( )
  

   ( )

 ( )
                                                (4) 

Решаем полученное уравнение, находим частное решение: 

                  
     (  )                                                    (5) 

Подставляя в частное решение граничные условия и преобразовав уравнение, 

получаем значения корней характеристического уравнения: 

             

{
 
 

 
         (  

 

 
)  

   
   

   

        (  
 

 
)  

   
   

   
   

        (  
 

 
)  

   
   

   

                                        (6) 

Полученное данное уравнение, то есть полученные частные решения будут 

удовлетворять дифференциальному уравнению при любых значениях постоянных, но ни 

одно из этих решений не будет соответствовать действительному распределению 

температуры в начальный момент времени. Но путем наложения бесконечного числа 

таких распределений при соответствующем выборе величин    можно воспроизвести 

любую действительную температурную зависимость в начальный момент времени. 

На основании вышеизложенного общее решение можно представить в виде суммы 

бесконечного ряда: 

  ∑      (  
 

 

 

   

) 
  
   
    

Таким образом, известно, что если отдельные распределения решения (6) 

удовлетворяют уравнению (1) и граничным условиям, то и их сумма тоже удовлетворяет 

эти же условиям. Постоянная    в уравнении находится из начальных условий. 

Окончательно получаем решение для случая равномерного распределения 

температуры в инструменте в начальный момент времени, в виде: 

  ∑
        

             
   

 

   

(  
 

 
)  

  
   
    

Пример. Найти решение  уравнение параболического типа методом Фурье. 
  

   
  

   

   
   (   )   (   )   . 

Решение: Формула метода Фурье:  (   )   ( ) ( )  Подставляем в уравнение и 

получаем два уравнения, с решениями. 

    
        ( )      (   ) 

  
 
( )       ( )      t > 0. 

  ( )     
            t > 0 
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