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Описание линейных групп через образующие и соотношения составляет один из 

основных вопросов в комбинаторной теории групп. В названном направлении уже 

выполнено большое количество исследований, см., например, [1] [3] и др. Но все эти 

результаты получены в случае, когда основное кольцо имеет 1. С 1998года начаты 

исследования в указанном направлении для основных колец, вообще говоря не 

имеющих 1, см. об этом [4]. А точнее в [4] одним из авторов выявлялись образующие и 

соотношения обобщенной полной линейной группы  ,,nGL ,2n  над 

полулокальнымкольцом  вообще говоря без 1. В этой работе используя стандартные 

формы мы находим образующие  и определяющие соотношения обобщенной 

элементарной линейной группы  ,,nGL 2n , над произвольным радикальным 

кольцом  0R . Как мы увидим ниже, в таком кольце R  единичный элемент 

1отсутствует вообще. 

Приводим необходимые определения. Пусть  ассоциативное кольцо и  его 

квазиумножение, т.е. yxyxyx  . Элемент x из называется квазиобратимым, 

если для него выполнены равенства xyyx  0  при некотором y . По 

квазиобратимому x  его квазиобратное 'xy  всегда определяется однозначно. 

Множество всех квазиобратимых элементов 
 из  образует группу относительно 

операции   (единицей в этой группе будет нуль). Поскольку в случае наличия 1 в 
отображение , xx 1  (  взятие мультипликативной группы), задает 

изоморфизм, группа
 является обобщением понятия мультипликативной группы 


на самые общие случаиассоциативных колец. Напомним, что ассоциативное кольцо   

называется радикальным (см. [5]), если оно совпадает со своей квазигруппой
 . 
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Нетривиальный пример радикального (а точнее простого радикального) кольца найден 

в [6]. Введенные кольца интересны уже по своему необычайному определению. 

Ниже R будет означать некоторое радикальное кольцо. Поскольку здесь нулевой 

случай  0R  тривиален, его мы далее будем считать отличным от нуля. Очевидно, 

всякое такое кольцо не имеет 1 (ибо в противном случае мы имели бы ,1 R  т.е. 
R

не будет совпадать с R ). Через  RnGL , обозначается группа квазиобратимых матриц 

из полного матричного кольца  RnM ,  и она называется обобщенной полной линейной 

группой степени n над кольцом R . 

В работе действуют следующие обозначения:  xtij   ji квазитрансвекция, т.е. 

матрица из  RnM , ,где на позиции ji, стоит элемент x , а все прочие позиции 

заполнены нулями;  iD   ni диагональная матрица из  RnM , , которая 

отличается от нулевой матрицы  лишь двумя позициями ,,ii nn, , где стоят 

элементы  и ' соответственно;  nD матрица (также диагональная) из  RnM , , 

отличающаяся от нулевой матрицы лишь одной позицией ,,nn  где стоит элемент ; 

     niniiii ttf  ...11, горизонтальная форма ступени i ; 

     nniiiii ttg  ...1,1 вертикальная форма ступени i ;   RR , коммутант группы 

R (т.е. ее подгруппа, порожденная всеми коммутаторами   ,'', yxyxyx 
Ryx , ). 

Равенства     ,0 ijij tt      0'  kk DD   показывают что (элементарные) 

матрицы  ,ijt ;ji   ,kD nk   njkiR  ,,1,,                (1)  

являются некоторыми элементами группы  RnGL , . Подгруппу  RnGL , , 

порожденную перечисленными квазиобратимыми матрицами (1), обозначим через 

 RnGE ,  и назовем ее обобщенной элементарной линейной группой степени n над 

кольцом R . Нашей целью в настоящей работе, как мы отметили выше, является 

представление этой группы  ,,RnGE  ,2n в терминах образующих и соотношений. 

Обозначим через  RG  совокупность тех элементов x из R , для которых матрицы 

 
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
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 являются некоторыми словами алфавита  
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Такая  RG  очевидным образом образует подгруппу в R . Поскольку для любых 

Ryx ,           ,'''', 11122 xyDyDxDyxyxDyxD   для введенной 

группы имеет место (групповое) включение    RGRR  , (здесь нормальность   

следует из инвариантности коммутанта в самой группе). Как показывают кольцево-

операторные разложения 

         1'1 211221121   ttttD   

(здесь 1 тождественный оператор, а  1 оператор, действующий справа как 

  xxx   1 , сохраняя группу  RG  удалить буквы  1D  из состава (*) (как, 

например, в случае тел), заведомо, нельзя. 
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Совершенно аналогичным образом можно ввести и группу  RGn
, составляя  ее 

из тех элементов Rx  , для которых матрицы  xDn
 являются какими-то словами 

алфавита (1). Но чуть погодя мы увидим, что эта группа просто-попросту будет 

совпадать с аналогичной группой с номером 1n  т.е.    RGRG nn 1 . Спускаясь так 

и далее, мы приходим к равенству      RGRGRGn  2
. Итак, случаи 3n  какую-

нибудь новую группу для значений  xDn
 нам давать не будут. 

Группу  RnGE ,  мы будем представлять относительно ее же порождающей 

системы  

  ;, jitij   ,kD ;nk   nD   njkiRGR  ,,1,,,  .     (2) 

 В указанном алфавите имеют место следующие (проверяемые напрямую) 

соотношения: 

1.         ,,   knkk DDDD  ;nk   

2.           ,,  iknki DDDDD   ,ki  ,i ;nk   

3.      ;  nnn DDD   

4.         ,','   nkkn DDDD  ;nk   

5.        , iniiin tDDt   где  ;'''    

6.         niiini tDDt   , где  ;   

7.         ' ijiiij tDDt  ,  ;, nji   

8.        ,  njkknj tDDt  ;nkj   

9.        ,  ikkkik tDDt  ;, nki   

10.        ,'  inkkin tDDt  ;nki   

11.        , ijkkij tDDt   ,nk      nkji ,,    

12.        ;'  njnnnj tDDt   

13.        ;  innnin tDDt   

14.        , ijnnij tDDt   ;, nji   

15.      ;  ijijij ttt   

16.            ;''   innininiin tDDttt   

17.              ,''   ijnjijijiij tDDDttt 
;, nji   

18.          , ikkjijkjik ttttt   ;ji   

19.        , ikrjrjik tttt   rkji  , , 

где в сериях 16 и 17 ,   .'   

Нашей дальнейшей целью является показать полноту системы соотношений  1
19 для группы  RnGE , . Доказательство полноты мы проводим методом 

трансформации, развитым в  [4]. Названный метод использует стандартные формы 

элементов группы  RnGE , . Стандартными формами в  RnGE ,  мы объявляем 

всевозможные слова алфавита (2) вида 

    111111 ......... ffDDggw nnnn    .         (sf) 

Элементы указанной группы представляются в виде(sf) единственным способом. 
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Далее мы на множестве всех слов алфавита (2) вводим отношения
i

~


, ni 1 , 

положив 
i
~ 


 в том и только том случае, когда эти слова связаны соотношением 

 x , где X некоторое слово, не содержащее трансвекции вида  ,jkt  ,0

ik  . Нам нужны и отношения 
~

i
 ,1 ni  определенные как 

~

i
  тогда  и только 

тогда, когда для этих слов верно соотношение    при некотором  , где слово 

  не содержит буквы вида  ,jkt  ,0 ij  . Все эти отношения являются  

рефлексивными и транзитивными. Если в форме    niniiii ttf  ...11,   ее аргумент 

p равен нулю, то этот факт мы условимся подчеркивать как  pf i  . Ниже 

аналогичный смысл придается и записям  ,,qpf i   ,pgi   .,qpgi   

Имеет место следующая 

Теорема 1 (о трансформации букв справа). Пусть  f0  произвольная 

горизонтальная форма ступени i  и x также произвольная ненулевая буква 

алфавита (2), для которой при  qptx   0  считается выполненным условие 

ip  . Для них применяя соотношения 5-7-9-11 и 13-19, можно выполнить 

преобразование i

i

i fxf
~

~


   , где  if
~

некоторая (также горизонтальная) форма 

ступени i . 

Доказательство. Оно комбинаторное и различает следующие случаи. 

I.  kDx  . 

Здесь мы применяя соотношения5,7,9,11,13,14, имеем 

    i

i

ikki ffDDf
~~

~


   ,    где if
~

некоторая горизонтальная форма ступени i . 

II.  pqtx . 

Этот случай мы разбиваем на следующие подслучаи. 

a) Если ip    ( qp   по условию теоремы) или ipq  , то применяя 

соотношения перестановочности 19, к требуемой форме мы приходим так 

    i

i

ipqpqi ffttf
~~

~


   . 

b) qip  . Здесь мы используя соотношения 19 и 16, будем иметь 

           .
~

~
~

i

i

iqiqiiqqiqi fftqfttqfv


    

c) piq  . Применяя соотношения 5,7,10,11,13-15 и 16-19, выполним 

следующие преобразования 

            

        

           

        

  .
~

~
~

'

~...~'',
~

~''',
~

'',
~

''
~

~

i

i

ipi

ii

ppipkikpii

i

ppipkikpikpki

ppippikiki

ppippii

i

pipipi

fft

tttkpf

ttttkpf

tttkpf

ttpfttpfv






































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Конечные члены полученной цепочки и показывают на правильность теоремы в 

этом случае. 

d) .piq  Здесь мы применяя соотношения 18 и 19, получаем  

               

        .~ i

i

pipipqpiq

pippqpiqipqpipi

ftpftt

tttpfttpfv













 

e)  ., qpqpi   Используя соотношения 19,18 и 15, здесь мы будем иметь 

                 

               

    .
~

~
~

,,

,

i

i

ipqpip

pqiqpqipippqpqiqi

ippqpiqqiqipqpipi

fftt

ttqpftttqpf

ttttqpfttpfv




















 

Итак, во всех имеющихся случаях преобразование i

i

fv
~

~


действительно 

выполняется. 

Нам нужна Теорема  2 (о трансформации букв слева). Пусть ig  произвольная 

ненулевая вертикальная форма ступени i и  y0 также произвольная буква из (2), 

причем при  pqty   0  считается iqp ,  и ipqp  . Для них применяя 

соотношения 5-15 и 18,19, можно выполнит преобразование ,
~~

i
i

i ggyv   где 
~

ig  

вертикальная форма ступени i . 

Доказательство. И оно проводится аналогично доказательству теоремы 1 и чуть 

проще. 

I.  kDy  . 

В этом случае используя соотношения 5-14,требуемую форму мы будем иметь как 

   
~~~

i
i

kiik gDggDv     где 
~

ig некоторая вертикальная форма ступени i . 

II.  pqty  . 

Этот пункт разбивается на следующие два подслучая.  

a) В случаях, когда qp   ( ip   по условию теоремы) или же pqi  , 

применяя соотношения 19,18,15 мы нужную форму получаем как 

               

           

         .~,

,

,

~

i
i

pqiqqiqppi

ipqqqiqpippi

iqqipqppiippipq

gtqpgtt

qpgtttt

qpgtttpgttv



















 

b) iq   ip  . Здесь мы используя соотношения 15,19, к требуемому 

виду приходим так            .~~
~

i
i

iippiippipi ggpgtpgttv     

Сформулируем теперь утверждение о стандартном строении в группе  ., RnGE  

Теорема  3. Пусть w произвольное слово алфавита (2). Применяя соотношения 

1-19, его можно преобразовать и стандартному виду (sf). 

Доказательство использует теоремы 1, 2 и проводится как в работе [4]. Эти 

повторяющиеся подробности мы здесь опускаем. 

Итак, слово w можно считать приведенным к виду    1111 gTDgw     (4) 

при помощи соотношений 119. 

Отвлекаясь здесь на короткое время, возвращаемся к вопросу о группах  RGn 1
 и 

 RGn
.Пусть   произвольной элемент из  RGn

. Это по определению означает, что 
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 nD  есть некоторое слово w  алфавита (2). Представив это слово в виде разложения 

(4), имеем равенство     .1111 fTDgDn    Но последнее возможно, как легко видеть, 

только при   01111  fDg  . А это означает, что  nD можно представить и в виде 

некоторого слова алфавита   ;, jit
ij

  ,kD nk   njkiR  ,,2,, , т.е. имеем

   RGRG nn 1 . Последнее вместе с очевидным включением    RGRG nn 1
даст нам и 

   RGRG nn 1 .  

Вытягивая теперь аналогично из T (в(4)) формы ,2g  ,22 D 2f , применяя затем 

соотношения 8,11, заданное слово представим в виде  

    12221121 ffSDDggw   ,  

где S слово, не содержащее буквы вида   ,0, pqt  с  2p  или 2q , и 

 ,kD ,0 ,2k и т.д. Описанной процесс отщеплений на  )1(n м шаге и приводит 

нас к стандартной записи (sf). Теорема 3 доказана в полном объеме.  

Теперь упомянутый в начале статьи вопрос об образующих и соотношениях 

группы  RnGE , может быт решен попутно и как почти прямое следствие из теоремы 

3. Действительно взяв в качестве порождающей системы алфавит (2)(группа  RnGE ,

порождается им по определению), рассмотрим произвольно соотношение 0w . 

Применяя к слову w  теорему 3 (т.е. записывая его в стандартном виде при помощи 

соотношений 1-19), преобразуем заданное соотношения к виду  

    .0......... 111111  ffDDgg nnnn    

Поскольку стандартная запись всегда единственна, последнее возможно только 

при нулевых буквах левой части. А это означает зависимость соотношения 0w от 

соотношений 1-19. Таким образом, элементарная линейная группа над радикальным 

кольцом  0R  генетически может быть описана как     191//2, RnGE  .2n  
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