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ЗАДАЧА ЛАЙТХИЛЛА ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОГО 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ЛИНИЕЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ВЫРОЖДЕНИЯ

В  статье  классическим  методом  малого  параметра,  а  также  методом  униформизации  исследуется
решение  задачи  Лайтхилла   для  линейного  сингулярно  возмущенного  гиперболического  уравнения  с  линией
параболического вырождения.

Ключевые  слова:  задача  лайтхилла,  гиперболические  уравнения,  метод  униформизации,  произвольные
постоянные, гладкие функции.

THE LIGHTHILL PROBLEM FOR A LINEAR SINGULARLY PERTURBED HYPERBOLIC
EQUATION WITH A LINE OF PARABOLIC DEGENERACY

     In the paper, the classical method of a small parameter and the uniformization method study the solution
of  the  Lighthill  problem  for  a  linear  singularly  perturbed  hyperbolic  equation  with  a  line  of  parabolic
degeneracy.

     Keywords:  light  hill  problem,  hyperbolic  equations,  uniformization  method,  arbitrary  constants,  smooth
functions.

Рассмотрим  возмущенное  линейное   гиперболическое  уравнение  с  линией  параболического
вырождения
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Невозмущенное ( 0 ) уравнение имеет вид

0),(
2
1),(),(:),( )0()0()0()0(  yxuyxyuyxuyxLu yyyxx

                             (2)
Для  уравнения  (2) прямая  0y  является  линией  параболического  вырождения.  Уравнение  (2)

имеет линии характеристики
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где 1c  и 2c  – произвольные постоянные.
Для  уравнения  (1)  ставится  задача:  найти  решение  этого  уравнения  удовлетворяющее

следующим условиям:

,  ,                                                   (4)
где   -  гладкие  функции,  в  области  ограниченной  отрезком   и

характеристиками  и 
Отметим  ,что  более  общие  уравнения  вида  (2)  изучались  в  [1-2].  Впервые   задача  Лайтхилла

для уравнения вида (2) рассматривалась в [3].
Решение задачи (2), (4) представляется в виде:
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В дальнейшем для уравнения (2) удобно рассмотреть следующую задачу:

)(),( xxu   ,  )(),( xxu y   ,    
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,                                 (6)
где )(),( xx   - известные гладкие функции.
Решение этой задачи можно представить в виде
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Для получения решения неоднородного уравнения:
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можно  использовать  принцип  Дюамеля  [5]  ,  идея  которого  заключается  в  следующем.  Для

решения  задачи  (8) рассматривается следующая вспомогательная задача Дюамеля:
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где   - параметр , который изменяется на отрезке 
 16

1,
. 

Решение задачи (9) в силу (5) представляется в виде:
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Решение задачи (8) записывается в виде:

                                              (11)
Действительно, дифференцируя (11) имеем
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Подставляя эти производные в (8) имеем:
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Решение задачи (1),(4) ищем в виде ряда

...),(...),(),(),(),( )()2(2)1()0(  yxuyxuyxuyxuyxu kk                 (12)

Подставляя  (12)  в  (1)  для  определения  неизвестных  функций  ),()( yxu j
 ,...)3,2,1,0( j  имеем

уравнения
0),()0( yxLu                                                                                         (13.0)
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yyuLu                                                                                                (13.1)

)1()2(
yyuLu                                                                                                  (13.2)
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Так как, ),()0( yxu y   при 0y  не определена, мы не можем решить уравнения    (13.1), (13.2), …
с начальными данными на линии параболического вырождения 0y .

Поэтому, для (1) рассмотрим видоизмененную задачу
)(),(),( xxxu   ,  )(),(),( xxxu y   ,                               (14)

где  ),(  x ,  ),(  x  - такие гладкие функции по переменной x , что 
)(),(lim

0
xx 
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Решение  задачи  (13.0) представляется  в  виде  (7). Далее  решаем  уравнения  (13.n)  (n=1,2,3,…) c

нулевыми начальными данными. Тогда в силу формулы (11), имеем

  


duyxyxu
y
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                                                                  (15.1)

                                                                      (15.2)
…………………………..

                                                                   (15.n)
……………………………
Из выражения (15.1) вытекает, что
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Отсюда имеем, что 
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при малом y . Методом математической индукции можно показать, что справедливы оценки:
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Т.о., ряд (12) можарируется рядом
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Этот ряд является асимптотическим рядом при 
y , где .1 .

Таким образом, доказана
ТЕОРЕМА  1.  Решение  задачи  (1),  (4)  полученное  классическим  методом  малого  параметра  в

виде ряда (12) существует в области 
 10,16

1\   
 yDD

. 

В частности за  ,  можно взять 2
1

  .
Второе  доказательство  этой  теоремы.  Из  (1)  переходим  к  интегро-дифференциаль-ному

уравнению, используя решение невозмущенного уравнения:
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Рассмотрим шар , где  - некоторое малое число в области ,   и класс
функций G удовлетворяющих условиям:
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Оператор F отображает в классе  G  шар  S  в себя
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.
Теперь  задачу  (1),  (4)  решаем  методом  униформизации.  Для  этого  уравнение  (1)  заменим

системой
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Вводим новое переменное   и переходим к униформизованной системе уравнений
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Из первого уравнения системы находим y :

 )(y .
Тогда система (17) имеет вид:
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Последнее уравнение системы, то есть уравнение 
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решается точно и оно имеет вид:
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