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ГЕОМЕТРИЯ ЧАСТИЧНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА n ,
ПОРОЖДАЕМОГО ЗАДАННЫМ СЕМЕЙСТВОМ ГЛАДКИХ ЛИНИЙ

     В  области    n  -  мерного  евклидова  пространства  n  задано  семейство  гладких  линий  так,  что

через каждую точку X  проходит одна линия данного семейства. Известно, что интегральные линии
координатных  векторных  полей  репера  Френе  этой  линии  образуют  сеть  Френе.  В  данной  статье

рассматривается  частичное  отображение  g ,  определенное  с  помощью  псевдофокуса  
1

3F  прямой
 3e,X 

 и изучены некоторые его свойства.

     Ключевые слова: геометрия, пространство, гладкие вектор, линии, псевдофокус.

THE GEOMETRY OF THE PARTIAL MAPPING OF THE EUCLIDEAN SPACE GENERATED BY
A GIVEN FAMILY OF SMOOTH LINES

     In the domain of a dimensional Euclidean space a family of smooth lines is given such that one line of the
given family passes through each point. It is known that the integral lines of the coordinate vector fields of the
Frenet frame of this line form the Frenet network. In this paper we consider a partial map defined by means
of a pseudofocus of a line and study some of its properties.

     Keywords: geometry, space, smooth vector, lines, pseudo focus.

     Пусть область   отнесена к подвижному ортонормированному реперу   n,...2,1k,j,ie,X i 


,  который  является  репером  Френе  [1]  для  линии  
1  заданного  семейства.  Деривационные  формулы

репера   имеют вид:
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Интегральные линии векторных полей  образуют сеть Френе .

Так как репер  построен на касательных к линиям сети  имеем:

(3)

, (4)

, (5)
здесь знаком  сверху отмечен непринимаемые определенным индексом значения.

Формулы Френе для линии  заданного семейтва имеют вид:
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(где 1d  - символ дифференцирования вдоль линии 
1 ).

Псевдофокус  
1

3F  касательной  к  линии  
3  сети  n  определяется  следующим  радиус  –

вектором:

33
11

31
31

1
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, (6)

где  
2
11

1
21   ,  в  силу  последнего  равенства  условия  (2).  Когда  точка  X  описывает  область

 , псевдофокус 
1

3F  описывает свою область 
1
3 . Получается отображение 

1
3:g   , такое,

что   1
3FXg  .

Дифференцируя внешним образом равенства (3) и применяя лемму Картана имеем:
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Дифференцируя равенство (6) обычным образом получим 
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 ,

где
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В общем  случае векторы  ia  линейно  независимы.  Область  
1
3  отнесем  к подвижному  реперу

.  При  таком  выборе  реперов  ,   дифференциальные  уравнения  отображения  

имеют  вид:  ,  где  формы  ,   являются  линейными  комбинациями  дифференциалов

координат  точек в областях ,  соответственно.

Линии  ,   называются  двойными  линиями  отображения  ,  если  касательные  к  ним,

взятые в соответствующих точках  и  пересекаются, либо параллельны [2].

Рассмотрим векторы , , , 
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В силу (5), (4), отсюда имеем:
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Потребуя компланарность векторов 1e , 1a , 


1

3XF  получим, что 03
21  , т.е. векторы 21ed 

, 1e

- коллинеарны.

Следовательно  линии  
1  заданного  семества  является  двойной  линией  частичного

отображения g  тогда и только тогда, когда векторы 21ed 
 и 1e  коллинеарны.

Рассмотрим векторы 3e , 3a , 
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.
В силу равенств (5), (4) отсюда имеем:
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Из условия компланарности векторов 3e , 3a , 


1

3XF  получим: 03
21

2
31   . Следовательно

линия 
3  является двойной линией отображения g  тогда и только тогда, когда линия 

1  является
двойной линией отображения g .

Таким образом, доказана теорема.

Теорема. Линии 
1 , 

3  сети Френе n  являются двойными линиями отображения g  тогда и

только тогда, когда векторы 21ed 
, 1e  коллинеарны.

Потребуем компланарность векторов 2e , 2a , 


1

3XF , где 
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.
В силу равенств (4), (5) отсюда имеем:

.

Очевидно,  что  векторы  ,  ,   некомпланарны,  следовательно,  линия   сети  Френе

 не может быть двойной линией отображения .

Найдем деривационные формулы репера . Сначала продифференцируем равенство
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(7) внешним образом:
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.
В силу свойства внешнего дифференцирования, отсюда имеем:
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Применяя лемму Картана, отсюда получим
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.
Учитывая (3), отсюда имеем:
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, (9)
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.
Равенство (8) перепишем в виде:

  j3
11

j
i3j

323
11

3
i11j

ii ea 




















(10)
Продифференцируя последнее получим:

 
   

 
.e

eddd2dad

l
kl

jk3
11

j
i3j

323
11

3
i11j

i

j23
11

3
11

j
i3

3
11

j
i3j

343
11

3
11

3
i11

23
11

3
i11

i













































 





В силу (7), (9), отсюда имеем
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Обозначим выражение в больших скобках при векторе  через  и получим:

. (12)
С другой стороны, учитывая (10), (11) имеем

Или  . (13)
Из (12), (13) получим:
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